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Työssä käsitellään Penrosen laatoituksia. Roger Penrose löysi ensimmäisenä P1-laatoituksen. Laa-
toituksen löytymisen takana on säännöllisen viisikulmion jakaminen pienempiin viisikulmioihin yhä
uudelleen. P1-laatoituksessa on kuusi protolaattaa. Penrosen löytämistä laatoituksista tutkituin
ja hyödynnetyin on P2-laatoitus, joka koostuu kahdesta protolaatasta; nuolesta ja leijasta. P2-
laatoituksia on hyödynnettu muun muassa kvasikiteiden tutkimuksessa ja niiden mallinnuksessa.
P3-laatoitus puolestaan koostuu sekin kahdesta protolaatasta, jotka ovat molemmat vinoneliöitä
samalla sivun pituudella, mutta eri kulmilla.
Laatoituksiin liittyy oleellisesti symmetriat eli yhtenevyyskuvaukset, joita käsitellään yhdessä mui-
den esitietojen kanssa työn ensimmäisessä luvussa. Yhtenevyyskuvauksia voi käsitellä aksiomaat-
tisesti tai ne voidaan siirtää koordinaatistoon, kuten työn esimerkeissä on tehty. Lisäksi kultainen
leikkaus näyttelee merkittävää roolia Roger Penrosen löytämissä laatoituksissa. Ensimmäisessä lu-
vussa käydään läpi myös mitä vaatimuksia laatalle asetetaan, jotta sitä toistamalla voitaisiin muo-
dostaa laatoitus.
Penrosen laatoitusten merkittävin ominaisuus on niiden jaksottomuus. Jaksottomuus johtuu siitä,
että laatoituksesta ei ole löydettävissä siirtosymmetriaa. Laatoitukset pakotetaan jaksottomiksi eri-
tyisillä säännöillä, joiden mukaan laattoja saa liittää toisiinsa. Ilman näitä sääntöjä olisi Penrosen
laatoistakin mahdollista tehdä jaksollisia laatoituksia. Kunkin laatoituksen osalta on tämä sääntö
esitetty kyseistä laatoitusta käsittelevässä luvussa.
Esitietoina työn ymmärtämiseksi edellytetään aksiomaattisen geometrian perusteita, joukko-opin
alkeita sekä trigonometrian sovelluskykyä.
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Luku 1
Johdanto
Ihmiset ovat hyödyntäneet laatoituksia kautta aikojen. Taloja rakennettaessa lattiat ja
seinät vuorattiin kivillä, myöhemmin niihin lisättiin värejä ja erilaisia muotoja, syntyi
mosaiikkeja ja erilaisia taideteoksia. Nykyäänkin kaakelointi, pihojen kivetykset sekä esi-
merkiksi peltojen suunnittelu metsän tilalle ovat kaikki esimerkkejä arkipäivän laatoituk-
sista.
Myös pelimaailma ammentaa ideoita laatoituksista, esimerkkinä palapelit, dominot
sekä erilaiset logiikkapelit. Laatoitus ei aina ole ihmisen aikaansaamaa, vaan myös luon-
nosta löytyy laatoituksia. Solukosta tai hunajakennosta otettua läpileikkausta voi pitää
myös eräänlaisena laatoituksena.
Laatoituksiin liittyy oleellisesti symmetriat eli yhtenevyyskuvaukset, joita käsitellään
luvussa 1.2. Yhtenevyyskuvaukset voidaan siirtää koordinaatistoon, kuten luvun esimer-
keissä on tehty. Erityisesti kultainen leikkaus näyttelee merkittävää roolia Roger Penrosen
löytämissä kolmessa erilaisessa laatoituksessa.
Penrosen löytämistä laatoituksista tutkituin ja hyödynnetyin on P2-laatoitus, joka
koostuu kahdesta protolaatasta; nuolesta ja leijasta. P2-laatoituksia on hyödynnettu muun
muassa kvasikiteiden tutkimuksessa ja mallinnuksessa. P1-laatoituksessa on kuusi proto-
laattaa, jotka saadaan säännöllisestä viisikulmiosta jakamalla sitä pienempiin säännöllisiin
viisikulmioihin. P3-laatoitus puolestaan koostuu sekin kahdesta protolaatasta, jotka ovat
molemmat vinoneliöitä samalla sivun pituudella, mutta eri kulmilla.
Penrosen laatoituksissa merkittävintä on niiden jaksottomuus. Laatoitukseet pakote-
taan jaksottomiksi erityisillä säännöillä, joiden mukaan laattoja saa liittää toisiinsa. Ilman
näitä sääntöjä olisi Penrosen laatoistakin mahdollista tehdä jaksollisia. Kunkin laatoituk-
sen osalta on tämä sääntö esitetty kyseistä laatoitusta käsittelevässä luvussa.
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1.1 Esitietoja ja merkintöjä
Tässä luvussa määritellään peruskäsitteitä tason laatoituksiin liittyen. Laatoitusten pe-
rusteita on käsitelty hyvin kattavasti Branko Grünbaumin ja Geoﬀrey C. Shephardin kir-
joittamassa kirjassa Tilings and patterns: An introduction (1989)[1]. Lisäksi tässä luvussa
käsitellään laattojen ominaisuksia. Laattojen ominaisuuksista seuraa suoraan joitakin laa-
toitusten ominaisuuksia, kuten symmetrisyys ja jaksollisuus. Tässä luvussa on lisäksi hyö-
dynnetty Matti Lehtisen luentomonistetta Geometrian perusteita(2013)[3], joka käsittelee
aksiomaattista tasogeometriaa.
Taso
Taso koostuu olioista; janoista, pisteistä ja suorista. Lehtisen monisteessakin esitettyjen
aksioomien mukaan nämä oliot muodostavat tason lisäksi kulmia ja kulmioita. Euklidi-
selle tasolle pätee siis euklidisen tasogeometrian aksioomat. Aksiooma 3:n mukaan jokai-
sella suoralla on ainakin kaksi pistettä. Tasossa on ainakin kolme pistettä, jotka eivät ole
samalla suoralla, ja siten nämä kolme pistettä määräävät tason [3]. Merkitään tasoa τ .
Laatoituksia voitaisiin käsitellä aksiomaattisesti, mutta tässä työssä on tarkoituksella
valittu algebrallisempi lähestymistapa. Näin valiten päästään hyödyntämään kaksiulottei-
sen avaruuden ja koordinaatiston mukanaan tuomia työkaluja.
Euklidinen taso voidaan kuvata koordinaatiston järjestettyinä pareina (p1, p2), missä
p1, p2 ∈ R. Kaikkien pisteiden P = (p1, p2) joukko on R2 eli kaksiulotteinen avaruus.
Tasoa kuvaamaan voidaan mieltää vaikka ääretön pöydän pinta, seinä tai vastaava ääretön
tasainen alue.
Laatta
Tason osajoukkoja ovat laatat. Laattojen on oltava topologisia kiekkoja, eli laatoissa ei
tule olla reikiä eikä niiden tule koostua kahdesta erillisestä alueesta. Laatta ei myöskään
voi topologisuuden nojalla olla piste, josta seuraa että laatan pinta-ala on aina > 0.
Esimerkkejä laatoista, jotka eivät ole topologisia kiekkoja on kuvassa 1.1.
Laattoja eri tavoin yhdistämällä saadaan aikaiseksi laatoitus. Laatoitus voi siis koostua
yhdestä laatoituksessa toistuvasta laatasta, niin kutsutusta protolaatasta. Laatoituksen
muodostavia laattoja, eli protolaattoja voi olla myös useita erilaisia.
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Kuva 1.1: Esimerkkejä joukoista, jotka eivät ole topologisia kiekkoja.
Laatoitus
Määritelmä 1.1. Tason laatoituksella T tarkoitetaan tason täyttävää numeroituvaa
joukkoa T = {T1, T2, T3 . . .}, missä Ti:t ovat laattoja, joiden väliin ei jää aukkoja tai
tyhjää tilaa, ja jotka eivät mene päällekkäin, paitsi reunojensa osalta.
Laatat koostuvat kyljistä (janat) ja kulmista (kylkien yhteiset pisteet). Laatoituksen
puolestaan voidan katsoa koostuvan kärjistä, sivuista ja kohtaamispisteistä. Kohtaamis-
pisteeksi kutsutaan laatoituksen osaa, jossa laatat kohtaavat. Kohtaamispisteelle voidaan
määritellä kohtaamisluku, joka kuvaa kuinka monta laattaa kyseisessä pisteessä kohtaa.
Tämä toisistaan eroava nimeäminen laattojen ja laatoitusten välillä on selkeyttävää, sillä
aina laatan kylki ei ole laatoituksen sivu, eikä laatan kulma laatoituksen kärki. Kuvassa
1.1 selvennetään tilannetta.
Mikäli kuitenkin laatan kylki on laatoituksen sivu, ja laatan kulma on laatoituksen
kärki, kutsutaan laatoitusta sivu-sivulaatoitukseksi, jota käsitellään myöhemmin tässä
luvussa (Määritelmä 1.13). Koska laatan on oltava topologinen kiekko, laatassa on siis
oltava aina vähintään 3 kulmaa ja siten myös 3 kylkeä.
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Kuva 1.2: Laattojen ja laatoitusten nimeämisiä selventävä kuva. Pisteet A, B, C, E, F ja G
ovat laatan kulmia, mutta pisteistä A, C, D, E ja G ovat laatoituksen kohtaamispisteitä.
Puolestaan janat AB, BC, CE, EF, FG ja GA ovat laatan T kylkiä, kun taas Murtoviivat
ABC, CD, DE, EFG ja GA ovat laatoituksen sivuja.
1.2 Yhtenevyyskuvauksista
Tässä kappaleessa käsitellään tason yhtenevyyskuvauksia siltä osin, kuin on tarpeellista
laatoitusten ymmärtämiseksi. Tavoitteena on muodostaa käsitys siitä milloin kaksi laattaa
ovat yhtenevät. Alla esitetyt yhtenevyyskuvausten määritelmät löytyvät myös Lehtisen
monisteesta [3].
Kaksi laattaa ovat yhtenevät, mikäli niiden vastinjanat ovat yhtä pitkät ja vastinkul-
mat yhtä suuret. Yhtenevyys siis säilyttää koon ja muodon. Mikäli kaksi laattaa T ja
T ′ ovat yhtenevät, merkitään T ∼= T ′. Samaa merkintää käytetään myös, mikäli kaksi
janaa tai kulmaa ovat yhtenevät. Laatoitus siis laatoista, jotka ovat yhteneviä jonkun
protolaatan kanssa.
Seuraavaksi määritellään yhtenevyyskuvausten päätyypit; peilaus suoran yli, kierto
ja siirto, joiden yhdisteinä saadaan kaikki muut yhtenevyyskuvaukset. (Lause 4.1.9. [3]).
Yhtenevyyskuvaukset on määritelty aksiomaattisesti ja jokaisen määritelmän jälkeen on
esimerkki yhtenevyyskuvauksesta koordinaatistossa.
Määritelmä 1.2. Kuvaus f : τ → τ on yhtenevyyskuvaus, jos
i) jokaisen τ :n suoran a kuvajoukko f(a) sisältyy johonkin suoraan ja
ii) jokainen jana AB on yhtenevä janan f(A)f(B) kanssa ja
iii) jokainen kulma ∠ABC on yhtenevä kulman ∠f(A)f(B)f(C) kanssa.
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Määritelmä 1.3. Olkoon a suora. Kuvaus fa : τ → τ on peilaus suoran a yli
i) jos P ∈ a, niin fa(P ) = P , ja
ii) jos P /∈ a, on olemassa yksi ja vain yksi piste Q ∈ a niin, että PQ ⊥ a. fa(P ) on
tällöin se suoran PQ piste, jolle pätee f(P )Q ∼= PQ ja Q on fa(P ):n ja P :n välissä.
Esimerkki 1.4. Tarkastellaan kuvassa 4 näkyvää neliön muotoista laattaa ABCD. Kun
laatta peilataan y-akselin suhteen, peilautuu pisteet seuraavasti: (−3, 4)→ (3, 4), (−3, 2)→
(3, 2), (−1, 2)→ (1, 2) ja (−1, 4)→ (1, 4). Jotta kuvaus olisi yhtenevyyskuvaus, määritel-
män mukaisten ehtojen on toteuduttuva:
i) Kun piste on muotoa (0, y), eli piste on y-akselilla, kuvaa yhtenevyyskuvaus sen
pisteeksi (−0, y) = (0, y), eli fa(P ) = P .
ii) Pisteille A ja D määritelmän piste Q1 = (0, 4) ja pisteille B ja C määritelmän piste
Q2 = (0, 2). Nyt sekä AQ1 että DQ1 ovat kohtisuorassa y-akselia vastaan, samoin
myös BQ2 ja CQ2. Lisäksi AQ1 ∼= A′Q1, BQ2 ∼= B′Q2, CQ2 ∼= C ′Q2 jaDQ1 ∼= D′Q1
Kuvaus on siis yhtenevyyskuvaus, koska molemmat ehdot täyttyvät. Peilautunut laatta
A′B′C ′D′ on peilikuva alkuperäisestä. Kohtisuora etäisyys y-akselille pisteestä A on oltava
sama kuin kohtisuora etäisyys y-akselille pisteestä A′. Samoin kaikille muille pisteille.
Kuva 1.3: Esimerkki koordinaatistossa suoritetusta peilauksesta y-akselin suhteen.
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Minkä tahansa koordinaatiston pisteen (x, y) ∈ R2 kuvapisteen y-akselin suhteen määrit-
tää kuvaus
f(x, y) = (−x, y)
Määritelmä 1.5. Olkoon O tason piste ja α kulma. Kuvaus f = fO,α on kierto pisteen
O ympäri kulman α verran, kun
i) f(O) = O ja
ii) kaikille P 6= O, OP ∼= Of(P ), ∠POf(P ) = α ja OP on tämän kulman oikea kylki.
Kulman α merkki määräytyy kiertosuunnasta. α on positiivinen, kun kiertosuunta on
vastapäivään ja negatiivinen, kun kiertosuunta on myötäpäivään.
Esimerkki 1.6. Kuvassa 1.4 on esitetty yhtenevyyskuvauksista kierto origon ympäri.
Nelikulmiota ABCD kierretään kulman α verran, jolloin kuvapisteet ja siten kuvane-
liö löytyvät pisteistä A′, B′, C ′ ja D′. Kun origoa merkitään O, ovat seuraavat janojen
yhtenevyydet voimassa: OA ∼= OA′, OB ∼= OB′, OC ∼= OC ′ ja OD ∼= OD′.
Kuva 1.4: Koordinaatistossa esitetty kierto origon ympäri kulman α = 270◦ verran neli-
kulmiolle ABCD.
Kaikille pisteille (x, y) ∈ R2 kiertokuvaus kulmalla α origon ympäri pätee
f(x, y) = (−(y sinα− x cosα), x sinα + y cosα).
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Määritelmä 1.7. Olkoot A ja B kaksi tason eri pistettä. Kuvaus fAB on janan AB
määrittämä siirto, jos
i) P ∈ AB, niin f(P ) on sellainen suoran AB piste, että Pf(P ) ∼= AB ja jokopuo-
lisuora AB on puolisuoran Pf(P ) osa tai puolisuora Pf(P ) on puolisuoran AB
osa
ii) P /∈ AB, niin P kuvautuu suoran AB suuntaiselle suoralle niin, että ABf(P )P on
suunnikas.
Siirto voidaan aina palauttaa kahdesta peilauksesta yhdistetyksi kuvaukseksi.
Esimerkki 1.8. Siirrossa kappaletta (laattaa, laatoituksen osaa) siirretään johonkin suun-
taan kuvion muuttumatta. Siirron voi määrittää myös vektori, tietyn pituinen jana, jonka
suunta on kerrottu tai esimerkiksi ilmansuunta ja pituus.
Kuva 1.5: Esimerkki siirrosta. Nelikulmio ABCD siirtyy vektorin osoittamaan suuntaan
vektorin pituuden verran. ABCD ∼= A′B′C ′D′
Tämän siirtokuvauksen voi esittää tarkasti muodossa
f(x, y) = (x+ 6, y − 4).
Huomautus 1.9. Yhtenevyys on eri asia kuin yhdenmuotoisuus. Kaksi samanmuotoista,
mutta eri mittakaavassa esitettyä kappaletta ovat yhdenmuotoisia, mutta eivät yhteneviä.
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1.3 Laatoitusten ominaisuuksia
Yksinkertaisia laatoituksia ovat esimerkiksi tasasivuisista kolmioista tai neliöistä koostu-
vat laatoitukset. Koska näiden protolaattojen kaikki sivut ovat yhtä pitkiä, on niistä help-
po muodostaa laatoitus. Laatoituksia tutkittaessa ollaan usein kiinnostuneita tilanteista,
joissa äärellistä protolaattajoukkoa toistamalla voidaan täyttää ääretön taso.
Määritelmä 1.10. Laatoitus on jaksollinen, jos sillä on siirtosymmetrioita.
Toisin sanoen laatoitus on jaksollinen, jos äärellisen laatoituksen osan voi siirtää ta-
sossa toiseen kohtaan kuvion muuttumatta. Jaksollisia laatoituksia voidaan kutsua myös
periodisiksi. Useimmat tunnetut laatoitukset ovat juuri jaksollisia. Tunnetuimmat esimer-
kit jaksottomista eli aperiodisista laatoituksista ovat Penrosen laatoitukset.
Monikulmioista
Tarkastellaan seuraavaksi säännöllisiin monikulmioihin liittyviä käsitteitä ja sitten sään-
nöllisillä monikulmioilla tehtäviä laatoituksia. Penrosen laattojen voidaan katsoa syntyvän
säännöllisestä viisikulmiosta, joten siksi on tärkeää käsitellä myös säännöllisillä monikul-
mioilla tehtäviä laatoituksia.
Monikulmioksi kutsutaan murtoviivojen rajaamaa äärellistä kuviota. Tämä tarkoit-
taa, että seuraamalla murtoviivaa jana kerrallaan kulmasta toiseen päätyy lopulta takai-
sin aloituspisteeseen. Koska nyt kyse on laatoista ja edellä määriteltiin laattojen olevan
topologisia kiekkoja, eivät murtoviivat voi leikata toisiaan.
Määritelmä 1.11. Monikulmiota kutsutaan n-kulmioksi, jos siinä on n kulmaa ja n
kylkeä.
Monikulmioista esimerkkinä mainittakoon kolmio (3-kulmio), neliö (4-kulmio), 5-kulmio,
erilaiset suunnikkaat, tähtikuviot ja epäsymmetriset kuviot kuten paksut nuolet.
Määritelmä 1.12. Joukko K on konveksi, jos kaikilla x, y ∈ K ja kaikilla t ∈ [0, 1] pätee:
tx+ (1− t)y ∈ K.
Monikulmio on siis konveksi, kun sen pisteiden muodostama joukko on konveksi. Yh-
tenäisen monikulmion konveksisuudesta seuraa, että kaikki monikulmion sisäkulmat ovat
alle 180 astetta, sekä monikulmion kahta pistettä yhditävällä janalla ei ole monikulmion
ulkopisteitä.
Konveksia monikulmiota, jonka kaikki sivut ovat yhtä pitkät ja kaikki kulmat ovat
yhtä suuret, kutsutaan säännölliseksi monikulmioksi. Säännöllinen monikulmio on siis
erityisesti sekä tasakylkinen että tasakulmainen.
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Määritelmä 1.13. Laatoitusta kutsutaan sivu-sivulaatoitukseksi, kun kaikkien laattojen
välillä pätee jokin seuraavista:
1. Laatat eivät ole kosketuksissa toisiinsa.
2. Laatoilla on tasan yksi yhteinen piste, kohtaamispiste.
3. Laatat jakavat yhteisen janan, joka on molempien laattojen kylki, sekä samalla laa-
toituksen sivu.
Mikäli siis kuvassa 1.2 jokainen laatan kylki toimisi myös laatoituksen sivuna ja jokai-
nen laatan kulma toimisi laatoituksen kärkenä, voitaisiin puhua sivu-sivulaatoituksesta.
Kun etsitään vastausta kysymykseen, millaisilla säännöllisillä monikulmioilla taso voi-
daan sivu-sivulaatoittaa, vastaus on kaikessa itsestäänselvyydessään yllättävä. Säännöl-
lisillä monikulmioilla laatoittamisesta on kirjoittanut enemmän Grünbaum ja Shephard
artikkelissaan Tilings by Regular Polygons vuodelta 1977 [4].
Lause 1.14. Ainoat mahdolliset säännöllisillä, keskenään yhtenevillä monikulmioilla teh-
tävät sivu-sivulaatoitukset muodostuvat joko kolmioista, neliöistä tai kuusikulmioista.
Todistus. Tarkastellaan säännöllisen n-kulmion muodostamaa laatoitusta. Jokainen n-
kulmio voidaan jakaa sopivasti kärkipisteet yhdistämällä (n − 2):een kolmioon, jolloin
n-kulmion kulmien summaksi saadaan (n−2)pi astetta. Kun tämä jaetaan n:llä kulmalla,
saadaan n-kulmion yhden kulman suuruudeksi ϕ
(1.15) ϕ =
(n− 2) · pi
n
.
Toisaalta monikulmion kulman suuruus ϕ, saadaan vastaavasti laskettua kohtaamispistet-
tä tarkastelemalla, kun tiedetään kuinka monta n-monikulmiota kohtaamispisteessä on.
Merkitään tätä monikulmioiden määrää eli kohtaamislukua m.
(1.16) ϕ =
2 · pi
m
.
Nyt yhtälöistä (1.15) ja (1.16) seuraa
(1.17)
(n− 2) · pi
n
=
2 · pi
m
n,m ∈ N.
Yllä esitetystä yhtälöstä voidaan ratkaista kohtaamisluku m
(1.18) m =
2pin
(n− 2)pi =
2n
n− 2 .
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Kokeilemalla eri n:n arvoja saadaan
n = 3, jolloin m = 6 tai
n = 4, jolloin m = 4 tai
n = 6, jolloin m = 3.
Tarkastellaan vielä tapaukset kun n = 5 ja kun n > 6.
• Kun n = 5, yhtälö (1.18) saa muodon
m =
2 · 5
5− 2 =
10
3
,
joka ei ole kokonaisluku. Säännöllisillä viisikulmioilla ei siis voi sivu-sivulaatoittaa
tasoa.
• Kun n > 6,
m =
2n
(n− 2) < 3.
Kohtaamispisteeseen on tultava vähintään kolme kulmaa, jotta voitaisiin puhua koh-
taamispisteestä. Kun n > 6, näin ei käy. Monikulmioilla, joissa on yli kuusi kulmaa
ei siis voida laatoittaa tasoa sivu-sivulaatoituksilla.
1.4 Kultainen leikkaus
Kultaista leikkausta ovat tutkineet jo antiikin Kreikan matemaatikot huomattuaan, että
suhde esiintyy useissa geometrisissa kuvioissa. Matematiikan lisäksi kultaista leikkausta
hyödyntävät arkkitehtuuri, estetiikka ja musiikki. Kultainen leikkaus on kuvataiteessa ja
arkkitehtuurissa sommittelun perussääntöjä. Syy kultaisen leikkauksen hyödyntämiseen
on yksinkertaisesti sen miellyttävyys. Myös luonnossa on elementtejä, joista löytyy kul-
tainen leikkaus. Keskimäärin miellyttävimpinä pidetään esimerkiksi sellaisia ihmiskasvoja
tai ruumiinrakennetta, joiden suhteet vastaavat kultaista leikkausta parhaiten.
Kultainen leikkaus eli kultainen suhde saadaan kun jana jaetaan kahteen osaan siten,
että lyhyemmän osan suhde pidempään osaan on sama kuin pidemmän osan suhde koko
janaan.
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Kuva 1.6: Kultaisessa leikkauksessa janan b suhde janaan a on sama kuin janan a suhde
koko janaan a+ b.
Kultaisen leikkauksen numeerinen arvo voidaan laskea ylläkuvatun määritelmän pe-
rusteella. Olkoon tarkasteltavan janan pituus 1, ja pidemmän jako-osan pituus x. Tällöin
lyhyemmän jako-osan pituus on 1 − x. Nyt vaatimuksena on, että jako-osat toteuttavat
yhtälön
x
1
=
(1− x)
x
↔ x2 + x− 1 = 0.
Toisen asteen yhtälön positiiviseksi ratkaisuksi saadaan
x =
1
2
(
√
5− 1).
Tästä saadaan kultaisen leikkauksen arvoksi
1
x
=
1
2
(1 +
√
5) = 1,61803 . . .
Kultaista leikkausta merkitään yleensä symbolilla φ. Sännöllisessä viisikulmiossa lävistä-
jän ja sivun suhde on kultainen leikkaus.
1.4.1 Robinsonin kolmiot
Tasakylkisessä kolmiossa, jonka kulmat ovat 36◦, 72◦ ja 72◦, on kyljen ja kannan suhde
kultainen leikkaus. Tälläistä kolmiota kutsutaan kultaiseksi kolmioksi. Kultainen kolmio
on esimerkiksi viisisakaraisen tähden (pentagrammin) yksi sakara. Säännöllinen kymmen-
kulmio voidaan jakaa sen lävistäjien avulla kymmeneen kultaiseen kolmioon.
Robinsonin kolmiot ovat kaksi erimuotoista kolmiota (kuva 1.7). Molemmat näistä
kolmioista ovat tasakylkisiä, mutta niillä on erisuuret kulmat. Robinsonin kolmiota, jonka
kaikki kulmat ovat < 90◦, kutsutaan teräväksi Robinsonin kolmioksi, ja kolmiota, jonka
yksi kulma on > 90◦, kutsutaan tylpäksi Robinsonin kolmioksi.
• Terävässä Robinsonin kolmiossa on 72◦, 72◦ ja 36◦ kulmat.
• Tylpässä Robinsonin kolmiossa on 36◦, 36◦ ja 108◦ kulmat.
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Kuva 1.7: Robinsonin kolmiot: vasemmalla terävä ja oikealla tylppä.
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Luku 2
Roger Penrose
Sir Roger Penrose syntyi 8. päivänä elokuuta 1931 Englannissa. Roger Peenrosen kiinnos-
tus luonnontieteitä kohtaan juontaa juurensa Perosen perheestä. Hänen isänsä oli fyysikko
ja matemaatikko. Muitakin luonnontieteilijöitä löytyy Penrosen suvusta useita.
Hän opiskeli University Collegessa Lontoossa, josta hän valmistui korkein arvosanoin.
Vielä olessaan opiskelijana hän uudelleenkehitteli kääntyviä matriiseja koskevan yleistyk-
sen. Penrose viimeisteli ﬁlosoﬁan tohtorin tutkintonsa Cambridgen yliopistossa aihenaan
Tensor methods in algebraic geometry.
Nykyisin hän toimii Oxfordin yliopiston emeritusprofessorina matematiikan laitoksella.
Penrose tunnetaan parhaiten työstään matemaattisen fysiikan parissa. Hän on voittanut
useita palkintoja mukaan lukien fysiikan Wolﬁn palkinnon vuonna 1988 yhdessä Stephen
Hawkingin kanssa työstään lisätä ihmisten ymmärrystä Universumista.
Vuonna 1974 Penrose esitteli ensimmäisen kerran Penrosen laatoituksiksi kutsutun
teorian. Nämä laatoitukset ovat jaksottomia ja omaavat ensimmäisinä laatoituksina maail-
massa viisinkertaisen rotaatiosymmetrian. Penrose kehitteli laatoitukset tsekkiläisen maan-
tieteilijän ja väestötieteilijän Jaromír Kor£ákin kirjoittaman artikkelin Deux types fonda-
mentaux de distribution statistique (engl. Two Basic Types of Statistical Distribution)
innoittamana.
14
Luku 3
Penrosen laattojen muodostuminen
Tässä luvussa esitetään Penrosen laattojen syntymekanismi. Idean ymmärtäminen hel-
pottaa ymmärtämään myös laatoitusten ominaisuuksia ja eri Penrosen laatoitusten väli-
siä yhteyksiä.
Laatoituksen muodostuminen on alla jaettu neljään vaiheeseen. Vaiheet on esitetty
myös Sir Roger Penrosen kirjoittamassa artikkelissa Pentaplexity (1978) [5]. Alaluvussa
esitellään ensimmäinen Penrosen laatoitus, joka seuraa oikeastaan automaattisesti laato-
jen muodostumisen kautta.
Vaihe 1 Penrosen laattojen lähtökohta on, että säännöllinen viisikulmio voidaan jakaa kuu-
teen pienempään viisikulmioon siten, että niiden väliin jää viisi kolmionmuotoista
aluetta, kuten kuvassa 3.1.
Kuva 3.1: Säännöllinen viisikulmio jaettuna edelleen säännöllisiin viisikulmioihin. Viisi-
kulmioiden väliin jää kolmionmuotoisen alueet.
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Vaihe 2 Kun kuvan 3.1 viisikulmioita edelleen jaetaan, saadaan toisessa vaiheessa muodos-
tumaan timantin muotoisia välejä (kuvassa 3.2 sinisellä).
Kuva 3.2: Toisessa vaiheessa syntyvien viisikulmioiden väliin muodostuu timantti.
Vaihe 3 Kolmannessa vaiheessa nämä timantit kasvattavat piikit. Tässä vaiheessa on mah-
dollista löytää tälläisen piikikkään timantin sisältä tila viisikulmiolle (kuvassa 3.3
harmaalla), jolloin piikikäs timantti jakautuu tähden (10-kulmio) ja paperiveneeen
(7-kulmio) muotoisiin laattoihin.
Vaihe 4 Seuraavassa vaiheessa tähti ja vene kasvattavat myös piikit, ja kuten edellisessä
vaiheessa, pystymme jälleen löytämään näiden sisältä uusia viisikulmioita siten, että
väliin jäävät laatat ovat edelleen tähden ja paperiveneen muotoisia.
Koska tästä eteenpäin ei enää muodostu uusia kuvioita, voimme ajatella ketjun jat-
kuvan loputtomiin. Joka vaiheessa kuvioiden mittakaavaa voidaan muuttaa vastaa-
maan edellisen vaiheen kuvioiden kokoa.
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Kuva 3.3: Kolmannessa vaiheessa piikikkäästä timantista saadaan muodostettua alkupe-
räisen viisikulmion kanssa yhtenevä viisikulmio (harmaa), vene ja tähti.
On kuitenkin tarpeen luoda sääntö, kun piikikkäästä tähdestä erotetaan viisikul-
mioita, jotta saadaan tilanne pysymään samanlaisena vaiheiden välillä. Piikikäs täh-
ti on nimittäin mahdollista jakaa kahdella eri tavalla, koska viisikulmiolle on kaksi
mahdollista paikkaa. Kelpuutetaan näistä vain toinen, joka on esitetty kuvassa 3.4.
Mikäli valittaisiin päinvastaisesti, olisi seuraavassa vaiheessa edessä valinta ja sään-
tö olisi lanseerattava sitä koskevaksi.
Kun tätä proseduuria jatketaan, saadaan aikaiseksi laatoitus, jossa on viisikulmioi-
ta, timantteja, tähtiä ja veneitä. On kuitenkin olemassa useita vääriä laatoituksia,
jotka on mahdollista tehdä näillä samoilla kuvioilla noudattamatta yllä kuvattua
prosessia. Laatoitus voidaan pakottaa oikeaksi lisäämällä muutamia kohtaavuus-
sääntöjä. Selkein tapa esittää nämä säännöt on muokata kuvioita palapelin kaltai-
siksi paloiksi. Sääntö on esitetty kuvassa 3.5.
Tästä oikeaksi pakottamisesta seuraa myös näiden Penrosen laatoituksiksi kutsut-
tujen laatoitusten merkittävimmät ominaisuudet.
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Kuva 3.4: Tähden jakamiseen littyvä sääntö. Syntyvän viisikulmion paikka määräytyy
säännön mukaan.
3.1 P1-laatoitus
Ensimmäinen Roger Penrosen esittämistä laatoituksista (P1) koostuu kuudesta erilaisesta
laatasta (kuva 3.5), joiden liittämissääntö on myös esitetty kuvassa. Samanlaisten lovi-
tusten on kohdattava, jotta pystyttäisiin muodostamaan jaksoton laatoitus.
Kuva 3.5: P1-laatoituksen laatat esitettynä säännön kanssa. Lovitukset osoittavat, miten
laatat voidaan liittää toisiinsa. Näin varmistetaan laatoituksen jaksottomuus.
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Luku 4
Penrosen laattojen ominaisuuksia
Kaikilla Penrosen laatoilla P1, P2 ja P3 on samanlaisia ominausuuksia, joita käsitellään
tässä luvussa. Myöhemmin tarkastellaan kutakin laatoitusta erikseen. Kaikki Penrosen
laatat on muodostettu osista, joista voidaan rakentaa myös säännöllinen viisikulmio. Tästä
johtuen niihin liittyy läheisesti kultainen leikkaus, jota on käsitelty tarkemmin luvussa 1.4.
Lisäksi Penrosen kaikkien laattojen ominaisuuksiin kuuluu, että ne voidaan kukin
konstruoida toinen toisistaan. Oleellisimpia Penrosen laatoituksia koskevia ominaisuuksia
ovat:
i) Laatoitus on jaksoton, joka tarkoittaa, että sillä ei ole siirtosymmetriaa.
ii) Laatoitus on yhdenmuotoinen itsensä kanssa, eli sama kuvio esiintyy aina vain suu-
remmassa ja suuremmassa mittakaavassa.
iii) Laatoitus on kaksiulotteinen mallinnus kvasikiteestä.
Luvussa 1.3 on määritelty, mitä laatoituksen jaksottomuus tarkoittaa. Kaikissa kolmessa
eri Penrosen laatoituksessa jaksottomuus saadaan aikaiseksi säännöllä, joka määrittää
miten laattoja voidaan liittää toisiinsa. Ilman näitä sääntöjä laatoista olisi mahdollista
muodostaa myös jaksollisia laatoituksia. Säännöt on eritelty erikseen kutakin laatoitusta
käsittelevässä luvussa.
Vaikkakin laatoitukset ovat jaksottomia, niillä voi kuitenkin olla symmetria-akseleita
tai viisikantaista kääntösymmetriaa riippuen siitä, miten tasoa on lähdetty täytttämään.
On huomattava, että jaksottomuuden edellyttämä toistumattomuus on täydellistä vain
ääretöntä tasoa koskevilla Penrosen laatoituksilla. Äärelliset osat laatoitusta voivat toistua
ja itseasiassa mikä tahansa äärellinen alue toistuukin äärettömiä kertoja samassa asenossa.
Paikallisesti siis voikin näyttää siltä, että siirtosymmetriaa olisi.
Komas ominaisuus ylläesitetyssä listauksessa koskee enemmänkin Penrosen laattojen
sovellusmahdollisuuksia. Ainakin toistaiseksi Penrosen laatat ovat olleen eniten hyödyk-
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si kvasikiteitä tutkittaessa ja haettaessa mallinnuksia kvasikiteille. Tutkimus on edelleen
kesken ja Penrosen laattojen käyttö kvasikiteiden mallinnuksessa jakaa mielipiteitä. Enem-
män tätä pohdintaa on esitetty luvussa 7.
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Luku 5
P2-laatoitus
Penrosen toinen laatoitus koostuu kahdesta nelikulmiosta, leijasta ja nuolesta, jotka yh-
teenliitettyinä muodostavat neljäkkään.
• Leija on nelikulmio, jonka sisäkulmien suuruuden ovat 72◦, 72◦, 72◦ ja 144◦. Leija
voidaan jakaa sen symmetria-akselin mukaisesti, jolloin se muodostaa kaksi terävää
Robinsonin kolmiota (kulmat 36◦, 72◦ ja 72◦).
• Nuoli on konkaavi nelikulmio, jonka sisäkulmien suuruudet ovat 36◦, 72◦, 36◦ ja
216◦. Nuoli voidaan jakaa sen symmetria-akselin mukaisesti, jolloin se muodostaa
kaksi tylppää Robinsonin kolmiota (kulmat 36◦, 36◦ ja 108◦), jotka ovat pienempiä
kuin leijan jakamisessa muodostuvat terävät kolmiot.
Kuva 5.1: P2-laatoitus koostuu kahdesta laatasta; nuolesta(vasemmalla) ja leijas-
ta(oikealla)
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Kuva 5.2: Pythagoraan pentagrammi.
Leijaa ja nuolta ei kuitenkaan saa yhdistää laatoitusta tehtäessä neljäkkääksi, sillä silloin
muodostuisi jaksollinen laatoitus. Siksi tässäkin laatoituksessa on sääntö, jonka mukaan
laatat voi liittää toisiinsa. Sääntö on esitetty kuvassa 5.1. Säännön mukaan leijaan ja
nuoleen merkittyjen eriväristen kulmien on kohdattava kanssaan samanvärinen kulma.
Käytännössä leijat ja nuolet on mahdollista yhdistää seitsemällä eri tavalla yhden koh-
taamispisteen täyttämiseksi. Nämä kuusi tapaa on esitetty kuvassa 5.3.
Leija ja nuoli voidaan muodostaa myös käyttämällä hyödyksi Pythagoran pentagram-
mia.
Kuvassa 5.2, ABCD on Penrosen leija ja ABCE on Penrosen nuoli. Tämän to-
distuksessa käytetään hyväksi kulmien ja janojen yhtenevyyttä. Koska viisikulmio on
säännöllinen, on jokainen sen kulma 72◦. Tällöin myös ∠AOD ∼= ∠ADJ = 72◦ ja
∠AED ∼= ∠DEJ = 36◦. Lisäksi, koska kolmiot ABE ja CHB ovat samanmuotoiset,
∠BAE ∼= ∠HCB. Tällöin siis myös kolmiot ABE ja CBE ovat yhtenevät sekä AE ∼= CE
ja ∠AEC = ∠AEB + ∠BEC = 72◦. Vastaavasti, kolmiot ABD ja BDC ovat yhtenevät
ja ∠ADC = 72◦.
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Kuva 5.3: Seitsemän eri vaihtoehtoa, miten leijat ja nuolet voivat täyttää kohtaamispis-
teen. Huomionarvoista on, että ylärivin keskimmäinen vaihtoehto on suurennettu leija.
5.1 Aperiodisen tason rakentaminen
Jaksotonta laatoitusta muodostettaessa, ei aina ole selvää miten laatoitusta tulisi jatkaa.
Esimerkiksi leijan pitkälle sivulle sopii joko nuoli tai toinen leija. Siksi Penrosen laatoista
voi sääntöjä noudattaen koota laatoituksen, johon jää aukkoja, joita ei voi täyttää lei-
joilla tai nuolilla. äärettömän tason täyttämiseen on kuitenkin kehitetty systemaattisia
menetelmiä. Seuraavaksi esitellään kaksi toisilleen vastakkaista menetelmää; inﬂaatio ja
deﬂaatio.
5.1.1 Inﬂaatio eli paisuminen
Penrosen laatat eivät ole ainoastaan jaksottomia, vaan niistä on mahdollista muodos-
taa äärettömän monta erilaista laatoitusta. Inﬂaatioprosessissa nuoli jaetaan symmetria-
akseliaan pitkin. Alkuperäisten laattojen lyhyemmät sivut yhdistetään tämän jälkeen,
jolloin lopputuloksena saadaan edelleen P2-laatoitus, joka vain koostuu suuremmista lei-
joista ja nuolista. Koska muodostunut laatoitus koostuu myös leijoista ja nuolista, voidaan
inﬂaatioprosessi toistaa yhä uudelleen laattojen paisuessa aina vain suuremmiksi. Tämä
prosessi voidaan toistaa äärettömän monta kertaa.
Inﬂaatioprosessi todistaa osaltaan, miksi Penrosen laatoitukset ovat jaksottomia. Ole-
tetaan, että Penrosen laatoituksilla olisi siirtosymmetriaa. Nyt jos kuitenkin inﬂaatio-
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prosessia toistetaan monta kertaa, tulee jossain vaiheessa tilanne, että laatan koko on
suurempi kuin siirron pituus. Päädytään ristiriitaan. Penrosen laatoilla ei siis ole siirto-
symmetriaa.
5.1.2 Deﬂaatio eli kutistuminen
Vastaavasti P2-laatoitukselle voidaan tehdä deﬂaatioprosessi (kutistusprosessi). Siinä laa-
tat jaetaan aina vain pienempiin ja pienempiin osiin siten, että syntyvät laatat ovat leijan
ja nuolen muotoisia. Deﬂaatioprosessissa leija jaetaan kahdeksi leijaksi ja nuoleksi, ja nuoli
jaetaan nuoleksi ja leijaksi.
Merkitään leijaa L ja nuolta N . Olkoot L′ ensimäisen asteen deﬂaatioprosessissa syn-
tynyt leija ja N ′ vastaavasti ensimmäisessä deﬂaatioprosessissa syntynyt nuoli. Deﬂaatiota
voidaan hyödyntää osoittamaan, että leijojen suhde nuoliin lähestyy kultaista suhdetta,
kun taso lähestyy ääretöntä. Koska leija jakautuu kahteen leijaan ja kahteen puolikkaa-
seen nuoleen ja nuoli puolestaan jakautuu yhteen leijaan ja kahteen puolikkaaseen nuoleen,
saadaan yhtälöt
L′ = 2L+N,
N ′ = L+N,
jotka voidaan esittää myös matriisimuodossa[
2 1
1 1
] [
L
N
]
=
[
L′
N ′
]
.
Merkitään [
2 1
1 1
]
= F 2.
Vastaavasti seuraavan asteen paisuttamisen jälkeen
L′′ = 2L′ +N ′ = 5L+ 3N,
N ′′ = L′ +N ′ = 3L+ 2N,
joka voidaan edelleen kirjoittaa matriisimuodossa[
5 3
3 2
] [
L
N
]
=
[
L′′
N ′′
]
.
Matriisi on muodossa M = F 2
k
, missä k on inﬂaatioasteen numero lähtien alkuperäisestä
tilasta ja F on Fibonaccin matriisi. Fibonaccin matriisissa esiintyy Fibonaccin lukuja
seuraavan säännön mukaisesti:
F n =
[
Fn+1 Fn
Fn Fn−1
]
.
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Fibonaccin luvut Fn voi halutessaan laskea kaavalla
Fn =

0 , kun n = 0,
1 , kun n = 1,
Fn−1 + Fn−2 , kun n > 1.
Suhteen Fm/Fm−1 tiedetään lähestyvän kultaista suhdetta, kun m kasvaa rajatta. Täten
myös leijan suhde nuoleen lähestyy samaa kultaista suhdetta, kun k lähestyy ääretöntä.
Penrosen kanat
P2-laatoituksen nuoli ja leija voidaan muuttaa myös muiksi muodoiksi. Penrose näyt-
ti tähän mallia muodostamalla jaksottoman laatoituksen `'kanalaatoista. Kanalaattojen
muoto ja liittämissäännöt vastaavat P2-laatoituksen muotoja ja sääntöjä.
Kuva 5.4: P2-laatoituksen nuoli ja leija muutettuna kanoiksi. Kuva lainattu lähteestä [8].
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Luku 6
P3-laatoitus
P3-laatoitus koostuu kahdesta suunnikkaasta, ohuesta ja paksusta. Suunnikkaat on esi-
tetty kuvassa 6.1. Tästä syystä P3-laatoitusta kutsutaan myös rhombus-laatoitukseksi.
Sunnikkailla on samat sivunpituudet, mutta eri kulmat.
Tavallisilla suunnikkailla tason laatoitus onnistuu helposti ja laatoituksesta on mah-
dollista tehdä jaksollinen. Jotta saataisiin aikaan jaksoton laatoitus, on jälleen kerran
tehtävä sääntöjä, jotka määräävät miten laattoja voidaan toisiinsa yhdistellä. Kuvassa
6.1 on esitetty kaksi tapaa havainnollistaa sääntöä. Voidaan käyttää joko laatoissa kulke-
via kaaria (yhtenäinen ja katkoviiva) tai erilaisia lovituksia sivuissa. Lovitukset toimivat
kuin palapeli ja kaarissa yhtenäisen kaaren on jatkuttava yhtenäisenä ja katkoviivan kat-
koviivana.
Kuvaan 6.1 on merkitty myös suunnikkaiden jako Robinsonin kolmioihin. Ohut suun-
nikas jakautuu kahteen terävään Robinsonin kolmioon, joiden sivujen suhde on 1 : φ : φ.
Paksu suunnikas puolestaan jakautuu kahteen tylppään Robinsonin kolmioon, joiden si-
vujen suhde on 1 : 1 : φ.
Näistä P3-laatoituksen suunnikkaista voidaan muodostaa P2-laatoituksen nuoli ja lei-
ja jakamalla tylppä suunnikas symmetria-akseliaan pitkin kahteen osaan kultaisen leik-
kauksen suhteessa. Tästä jakopisteestä yhdistetään janat tylppiin kärkiin ja huomataan
muodostuneen nuoli ja leija, kuten kuvassa 6.2.
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Kuva 6.1: P3-laatoituksen suunnikkaat. Vasemmalla olevan terävän suunnikkaan kulmien
suuruudet ovat 36◦ ja 144◦. Oikean puoleisen tylpän suunnikkaan kulmien suuruudet ovat
72◦ ja 108◦.
Kuva 6.2: P3-laatoituksen tylpästä suunnikkaasta saadaan muodostettua P2-laatoituksen
nuoli ja leija.
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Luku 7
Penrosen laatat ja kvasikiteet
Kvasikiteet ovat kiinteitä aineita, jotka ovat rakenteeltaan järjestäytyneitä, mutta jak-
sottomia. Kvasikiteiden atomit muodostavat hilan, joka täyttää tilan, mutta niillä ei ole
siirtosymmetrioita, kuten ei Penrosen laatoillakaan. Kvasikide on tietynlainen kiteen ja
amorﬁsen aineen välimuoto. Penrosen laattoja voidaankin pitää kvasikiteen kaksiulottei-
sena mallinnuksena. Tutkimus on kuitenkin kesken ja vallalla olevat käsitykset muuttuvat
uuden tutkimustiedon valossa. Penrosen laattojen ja kvasikiteiden yhteyksiä on tutkinut
Paul Steinhardt. Hänen artikkelinsa New perspecives on forbidden symmetries, quasicrys-
tals and Penrose tilings [7] luo pohjaa seuraavalle tarkastelulle.
Pitkään uskottiin, ettei jaksotonta laatoitusta ole mahdollista muodostaa. Vuonna 1961
Hao Wang yritti löytää Wangin dominnoiksi kutsuttujen laattojen avulla jaksotonta laa-
toitusta. Robert Berger jatkoi tutkimusta ja löysi 20 426 Wangin dominon muodostaman
jaksottoman laatoituksen. Myöhemmin hän kykeni vähentämää laattojen määrää 104:ään
ja Donald Knuth edelleen 92:een. Roger Penrose löysi vuonna 1974 kuuden laatan muo-
dostaman jaksottoman laatoituksen (P1) ja pian sen jälkeen kahdesta protolaatasta koos-
tuvan laatoituksen (P2). Vuonna 1976 Penrose samanaikaisesti Robert Ammannin kans-
sa kehittivät suunnikkaista koostuvan jaksottoman laatoituksen (P3). Ammann kykeni
osoittamaan, että Penrosen laatoilla oli 1-ulotteinen analogia Ammannin raitojen (Am-
mann Bars)kanssa, ja myöhemmin hän osoitti myös 3-ulotteisen analogian. Ammannin
löydön jälkeen Penrose alkoi pohtia, voisiko löytö toimia mallina tietyille selittämättömil-
le molekulaarisille muodostelmille, kuten viruksille. Monen mielestä Penrosen ajatelma oli
epärealistinen. Se oli liian moderni siihen asti vallalla olleisiin käsityksiin nähden, joiden
mukaan kappaleet, jotka muodostavat kiteen, putoavat paikoilleen säännölliseen järjes-
tykseen.
Tutkimukset jatkuivat ja vuonna 1984 Dany Schechtman ilmoitti löytäneensä jaksot-
toman rakenteen alumiini-magneesiumyhdisteen kiteestä. Elektromikroskooppisissa tut-
kimuksissa vahvistui tämän seoksen rakenteen omaavan viisikantaisia symmetrioita, jotka
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viittaavat vahvasti analogiaan Penrosen laattojen kanssa. Perinteisesti kiderakenteilla on
korkea järjestäytyvyys sekä niillä on jaksollisia rakenteita. Tätä puolestaan voidaan ver-
rata tason jaksolliseen täyttämiseen säännöllisillä kolmioilla, neliöillä tai kuusikulmioilla.
Kvasikiteiden avainominaisuus on kuitenkin nimenoman niiden rakenteen jaksottomuus.
Atomit eivät ole sijoittuneet säännöllisin välimatkoin, vaan vaihtelevasti lähemmäs tai
kauemmas toisistaan. Penrosen laatat ovat näytelleet merkittävää roolia kvasikiteiden
tutkimuksessa, jokaisen Penrosen rhombin esittäessä yhtä atomiryhmää.
Penrosen mallia kvasikiteistä ei ole kuitenkaan kaikkialla hyväksytty täysin sellaise-
naan. Vastaväitteisiin kuuluu epäilyksiä kvasikidenäytteiden ominaisuuksista. On epäilty,
että kvasikidenäytteet koostuisivat todellisuudessa tuplista, jotka yksinään olisivat sään-
nöllisiä, mutta yhdessä muodostaisivat poikkeuksellisen diﬀraktiokuvion. Myöskään dif-
fraktiokuviot eivät ole vastaväittäjien mielestä niin täydellisiä kuin niiden tulisi olla. Tämä
johtuu vastaväittäjien mukaan joko näytteiden virheellisyydestä tai siitä, että Penrosen
malli on fysikaalisesti mahdoton. Toiset epäilijät ovat huolissaan laattojen käytöstä ato-
mien mallinnuksessa, sillä Penrosen laatoitusten muodostamiseen vaadittavat säännöt ja
rajoitukset ovat heidän mielestään paljon monimutkaisempia kuin mitä vaaditaan jaksol-
lisen kiderakenteen tuottamiseen. Tyypillisimmät kiteet muodostuvat yhdestä rakennus-
palikasta. Penrosen laatoitus sisältää kuitenkin kaksi protolaattaa. Tähän ongelmaan on
löytynyt jonkin asteinen ratkaisu Petra Gummeltin löydettyä vuonna 1996 jaksottoman
laatoituksen, jossa toistuu vain yksi protolaatta, joka on esitetty kuvassa 7.1A. Gum-
melt on kirjoittanut laajemman katsauksen laatan syntyyn ja ominaisuuksiin artikkelissa
Penrose Tilings as Coverings of Congruent Decagons [6]. Laatoitus on siinä mielessä kui-
tenkin poikkeuksillinen, että siinä sallitaan laattojen päällekkäisyys tiettyjen sääntöjen
rajoissa. Päällekkäisten alueiden on oltava samanvärisiä ja kahdeksankulmaisen alueen
kuvassa 7.1B on peityttävä, joten oikeastaan on vain kaksi mahdollista tapaa asettaa
laattoja päällekkäin.
Gummeltin tutkimuksella ja työllä on ollut merkittävä vaikutus kvasikiteiden tutki-
muksessa. Ensinnäkin se osoittaa, että kiteet voidaan muodostaa käyttämällä vain yhtä ra-
kennusosasta, alkuperäisen kahden osasen sijasta. Huomio, että kaksi samanaikaiseki ole-
massa olevaa rakennetta on hyvin epätodennäköistä, tulee kiistanalaiseksi tämän löydön
myötä. Lisäksi, koska atomirakenteet eivät ole aivan kuten laatat, Gummeltin laattojen
päällekkäisyyden voidaan ajatella kuvaavan tutkimuksissa havaittua atomien jakamista
ryhmittymien välillä.
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Kuva 7.1: Gummeltin kymmenkulmio vasemmalla ja oikealla sääntö, miten kymmenkul-
miot voidaan asettaa päällekkäin.
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